
经典统计/频率学派 

1. 样本统计量 

 

 

 

2. 中心极限定理（Central Limit Theorem） 

 

 

 

3. 最大似然估计（Maximum Likelihood Estimation） 

 

 

 

 

贝叶斯统计/贝叶斯学派 

1. 贝叶斯推断 

单观测 

𝑃(𝜃|𝑥) =
𝑃(𝑥|𝜃)𝑃(𝜃)

𝑃(𝑥)
∝ 𝑃(𝑥|𝜃)𝑃(𝜃) 

多观测（假设各个观测数据条件独立） 

           

     𝑓𝛩|𝑋1,…,𝑋𝑛
(𝜃|𝑥1, … , 𝑥𝑛)

=
𝑓𝑋1,…,𝑋𝑛|Θ(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜃)𝑓Θ(𝜃)

𝑍(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

∝ 𝑓𝑋1,…,𝑋𝑛|Θ(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜃)𝑓Θ(𝜃)

= 𝑓𝑋1|Θ(𝑥1|𝜃) ⋯ 𝑓𝑋𝑛|Θ(𝑥𝑛|𝜃)𝑓Θ(𝜃)

 

注意条件独立≠独立. 也可以逐步更新. 

 

① 约会大作战 

John 想对 Apple 的迟到时间建模. 根据以

往经验，前女友们迟到时间服从均匀分布： 

 

先验：Θ ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(0,1) 

似然：𝑋|Θ ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(0, 𝜃) 

单观测：Apple arrives 
1

2
 hour late. 

推断： 

               𝑓Θ|𝑋 (𝜃|
1
2) ∝ 𝑓Θ(𝜃)𝑓𝑋|Θ (

1
2 |𝜃)

=
1

𝜃
   if 

1

2
≤ 𝜃 ≤ 1

 

归一化常数（注意积分范围）： 

𝑍(𝑥) = ∫
1

𝜃
𝑑𝜃

1

1
2

= ln 2 

后验：𝑓Θ|𝑋 (𝜃|
1

2
) =

1

𝜃 ln 2
 if 

1

2
≤ 𝜃 ≤ 1 

 

多观测：Apple is late by 
1

2
,

1

4
,

1

4
  hours. 

推断： 

      

     𝑓𝛩|𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝜃|

1
2 ,

1
4 ,

1
4)

∝ 𝑓𝑋1|Θ (
1
2 |𝜃) 𝑓𝑋2|Θ (

1
4 |𝜃) 𝑓𝑋3|Θ (

1
4 |𝜃) 𝑓Θ(𝜃)

=
1

𝜃3
   if 

1

2
≤ 𝜃 ≤ 1

 

归一化常数：𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∫
1

𝜃3
𝑑𝜃

1
1

2

=
3

2

后验：𝑓Θ|𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝜃|

1

2
,

1

4
,

1

4
) =

2

3𝜃3  if 
1

2
≤ 𝜃 ≤ 1 

 

 

 



② 三类硬币模型 

 

扔 2 个 Head，逐步更新. 

第 1 个 Head： 

        

𝑃(𝜃 = 1|𝐻1) =
𝑃(𝐻1|𝜃 = 1)𝑃(𝜃 = 1)

𝑍(𝐻1)
=

0.45

𝑍(𝐻1)

𝑃(𝜃 = 2|𝐻1) =
𝑃(𝐻1|𝜃 = 2)𝑃(𝜃 = 2)

𝑍(𝐻1)
=

0.05

𝑍(𝐻1)

𝑃(𝜃 = 3|𝐻1) =
𝑃(𝐻1|𝜃 = 3)𝑃(𝜃 = 3)

𝑍(𝐻1)
=

0

𝑍(𝐻1)

𝑍(𝐻1) = 0.45 + 0.05 + 0 = 0.5

 

后验：𝑃(𝜃 = 1|𝐻1) = 0.9   𝑃(𝜃 = 2|𝐻1) = 0.1   𝑃(𝜃 = 3|𝐻1) = 0 

第 2 个 Head： 

𝑃(𝜃 = 1|𝐻2𝐻1) =
0.45

0.55
≈ 0.82

𝑃(𝜃 = 2|𝐻2𝐻1) =
0.1

0.55
≈ 0.18

𝑃(𝜃 = 3|𝐻2𝐻1) =
0

0.55
= 0

 

 

③ 连续硬币模型（Beta-Bernoulli） 

先验：Θ ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(0,1)，即𝐵𝑒𝑡𝑎(1,1) 

似然（抛硬币）：𝑋|Θ ∼ 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖(𝜃) 

多观测：观测到 H,T,T. 

推断： 

   

     𝑓𝛩|𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝜃|𝐻, 𝑇, 𝑇)

∝ 𝑃𝑋1|Θ(𝐻|𝜃)𝑃𝑋2|Θ(𝑇|𝜃)𝑃𝑋3|Θ(𝑇|𝜃)𝑓𝛩(𝜃)

= 𝜃(1 − 𝜃)2   if 0 ≤ 𝜃 ≤ 1
 

归一化常数：𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∫ 𝜃(1 − 𝜃)21

0
𝑑𝜃 =

1

12
 

可以看出是B(2,3) ，但最好用计算器算. 

因为B𝑒𝑡𝑎函数要求积分范围为[0,1]. 

后验：𝑓Θ|𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝜃|𝐻, 𝑇, 𝑇) = 12𝜃(1 − 𝜃)2 if 0 ≤ 𝜃 ≤ 1 

④ iPhone 销售模型 （Gamma-Poisson/Exp） 

 

Gamma-Poisson 型，观测每天售出台数. 

先验：Θ ∼ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(3,2)，2 天卖 3 台 

𝑓Θ(𝜃) =
23

𝛤(3)
𝜃3−1𝑒−2𝜃  if 𝜃 > 0 

似然：𝑋|Θ ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜃) 

𝑃𝑋|Θ(𝑥|𝜃) =
𝑒−𝜃𝜃𝑥

𝑥!
  for 𝑥 = 0,1,2.. 

单观测：观测到 1 天卖了 3 台. 

推断：𝑓Θ|𝑋(𝜃|3) ∝ 𝑃𝑋|𝛩(3|𝜃)𝑓𝛩(𝜃) ∝ 𝜃5𝑒−3𝜃 if 𝜃 > 0 

归一化常数：𝑍(𝑥) = ∫ 𝜃6−1𝑒−3𝜃∞

0
𝑑𝜃 =

Γ(6)

36  

后验：𝑓Θ|𝑋(𝜃|3) =
36

𝛤(6)
𝜃6−1𝑒−3𝜃 if 𝜃 > 0 

即Gamma(6,3). 

 

Gamma-Exponential 型，观测每台售出时间. 

先验：Θ ∼ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(1,2)，2 小时卖 1 台 

似然：𝑋|Θ ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜃) 

𝑓𝑋|Θ(𝑥|𝜃) = 𝜃𝑒−𝜃𝑥  for 𝑥 ≥ 0 

多观测：隔 1.5h, 2h, 2.5h，共卖出 3 台. 

推断： 

     

     𝑓Θ|𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝜃|1.5,2,2.5)

∝ 𝑓𝑋1|Θ(1.5|𝜃)𝑓𝑋2|Θ(2|𝜃)𝑓𝑋3|Θ(2.5|𝜃)𝑓Θ(𝜃)

∝ 𝜃3𝑒−8𝜃  if 𝜃 > 0

 

归一化常数：𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∫ 𝜃4−1𝑒−8𝜃∞

0
𝑑𝜃 =

Γ(4)

84  

后验：𝑓Θ|𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝜃|1.5,2,2.5) =

84

𝛤(4)
𝜃4−1𝑒−8𝜃 if 𝜃 > 0 

即𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(4,8). 

 



⑤ Normal-Normal 模型 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 预测/估计/假设检验 

贝叶斯预测 

① 离散变量 

𝑃(𝑥∗|𝑋 = 𝑥) = ∫ 𝑃(𝑥∗|𝜃)𝑓Θ|𝑋(𝜃|𝑥)𝑑𝜃
+∞

−∞

 

② 连续变量 

   

𝑃(𝑥∗ ∈ [𝑎, 𝑏]|𝑋 = 𝑥) = ∫ 𝑃(𝑥∗ ∈ [𝑎, 𝑏]|𝜃)𝑓Θ|𝑋(𝜃|𝑥)𝑑𝜃
+∞

−∞

= ∫ ∫ 𝑓𝑋|Θ(𝑥∗|𝜃)𝑑𝑥∗
𝑏

𝑎

+∞

−∞

𝑓𝛩|𝑋(𝜃|𝑥)𝑑𝜃

 

MAP 估计 

MAP 决策准则 

似然比检验 

 

分布表 

 

 



置信区间二叉树 

 

 

 

 

 

 

假设检验二叉树 1：单个总体均值的假设检验 𝐻0: 𝜇 = 𝜇0  

 

 

 

 

 

假设检验二叉树 2：比较两个总体均值 𝐻0: 𝜇𝑥 − 𝜇𝑦 = 0 

 

 

 

 

 

𝜎2已知 𝜎2未知 

大样本 小样本 大样本 小样本 

正态 非正态 正态 非正态 正态 非正态 正态 非正态 

没教 没教 [𝑥 − 𝑧𝛼
2

⋅
𝜎

√𝑛
, 𝑥 + 𝑧𝛼

2
⋅

𝜎

√𝑛
 ] 

 

 

 

 

[𝑥 − 𝑧𝛼
2

⋅
𝜎

√𝑛
, 𝑥 + 𝑧𝛼

2
⋅

𝜎

√𝑛
 ] 

 

 

 

 

[𝑥 − 𝑧𝛼
2

⋅
𝜎

√𝑛
, 𝑥 + 𝑧𝛼

2
⋅

𝜎

√𝑛
 ] 

 

 

 

 

[𝑥 − 𝑧𝛼
2

⋅
𝑠

√𝑛
, 𝑥 + 𝑧𝛼

2
⋅

𝑠

√𝑛
 ] 

 

 

 

 

[𝑥 − 𝑧𝛼
2

⋅
𝑠

√𝑛
, 𝑥 + 𝑧𝛼

2
⋅

𝑠

√𝑛
 ] 

 

 

 

 

[𝑥 − 𝑡𝛼
2

⋅
𝑠

√𝑛
, 𝑥 + 𝑡𝛼

2
⋅

𝑠

√𝑛
 ] 

 

 

 

 

𝜎2已知 𝜎2未知 

大样本 小样本 大样本 小样本 

正态 非正态 正态 非正态 正态 非正态 正态 非正态 

临界值 

𝑝值 

没教 没教  
|𝑥 − 𝜇0|

𝜎/√𝑛
≥ 𝑧𝛼

2
  

|𝑥 − 𝜇0|

𝜎/√𝑛
≥ 𝑧𝛼

2
 

 

 
|𝑥 − 𝜇0|

s/√𝑛
≥ 𝑧𝛼

2
 

 

 
|𝑥 − 𝜇0|

s/√𝑛
≥ 𝑧𝛼

2
 

 

 
|𝑥 − 𝜇0|

𝜎/√𝑛
≥ 𝑧𝛼

2
 

 

 
|𝑥 − 𝜇0|

𝑠/√𝑛
≥ 𝑡𝛼

2
 

 𝑃(Z ≥
|𝑥 − 𝜇0|

𝜎/√𝑛
) + 𝑃(𝑍 ≤ −

|𝑥 − 𝜇0|

𝜎/√𝑛
) 

 

 𝑃(Z ≥
|𝑥 − 𝜇0|

s/√𝑛
) + 𝑃(𝑍 ≤ −

|𝑥 − 𝜇0|

s/√𝑛
) 

 

 𝑃(𝑇 ≥
|𝑥 − 𝜇0|

𝑠/√𝑛
) + 𝑃(𝑇 ≤ −

|𝑥 − 𝜇0|

𝑠/√𝑛
) 

 

𝜎2已知 𝜎2未知 

大样本 小样本 大样本 小样本 

正态 非正态 正态 非正态 正态 非正态 

且非伯努利 

正态 

且方差相等 

非正态 

临界值 

𝑝值 

没教 没教  
|𝑥 − 𝑦|

𝜎𝐷

≥ 𝑧𝛼
2
  

|𝑥 − 𝑦|

𝜎𝐷

≥ 𝑧𝛼
2

 

 

 
|𝑥 − 𝑦|

s𝐷

≥ 𝑧𝛼
2
 

 

 
|𝑥 − 𝑦|

𝑠𝐷

≥ 𝑧𝛼
2

 

 

 

 
|𝑥 − 𝑦|

𝜎𝐷

≥ 𝑧𝛼
2

 

 

|𝑥 − 𝑦|

𝑠𝐷√
1

𝑛𝑥
+

1
𝑛y

≥ 𝑡𝛼
2
 

 𝑃(Z ≥
|𝑥 − 𝑦|

𝜎𝐷

) + 𝑃(𝑍 ≤ −
|𝑥 − 𝑦|

𝜎𝐷

) 

 

 𝑃(Z ≥
|𝑥 − 𝑦|

𝑠𝐷

) + 𝑃(𝑍 ≤ −
|𝑥 − 𝑦|

𝑠𝐷

) 

 

 𝑃(𝑇 ≥
|𝑥 − 𝑦|

𝑠𝐷√
1

𝑛𝑥
+

1
𝑛𝑦

) + 𝑃(𝑇 ≤ −
|𝑥 − 𝑦|

𝑠𝐷√
1

𝑛𝑥
+

1
𝑛𝑦

) 

 


